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Òðåòèé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé
1. Äàí êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé êëåòîê, ðàâíîé åäèíèöå. Íåêîòîðûå

ñòîðîíû íåêîòîðûõ êëåòîê ïîêðàñèëè. ×åðåç n(X, Y ) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
äîéòè èç óçëà X â óçåë Y , äâèãàÿñü òîëüêî ïî çàêðàøåííûì îòðåçêàì íàïðàâî è ââåðõ.
Óçëû A, B, C è D ëåæàò íà ëåâîé, âåðõíåé, ïðàâîé è íèæíåé ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

n(A,B) · n(D,C) > n(A,C) · n(D, B).

2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB è CD ðàâíû. Òî÷êè A0, B0,
C0 è D0 � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD è DA ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà P íå ëåæèò
íà ïðÿìûõ AB, BC, CD è DA. Òî÷êà A1 íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òàê, ÷òî ëó÷è
PA0 è PA1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà APB. Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B1, C1 è D1. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê A1B1C1D1 �
ïàðàëëåëîãðàìì. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P äî ïðÿìûõ AB è CD ðàâíû.
3. Ïóñòü M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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4. Ïóñòü a, b, c è d � òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî a > b > c > d è (a−d)(b−c) =

= ad + bc. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a

b + c + d
.

5. Ïóñòü n > 1000 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 < a < b < n óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ n! = a! b! . Äîêàæèòå, ÷òî n− b < 100 ln ln n.
6. Âïèñàííàÿ â òåòðàýäð SABC ñôåðà ω êàñàåòñÿ åãî áîêîâûõ ãðàíåé â òî÷êàõ A1, B1

è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ AA1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñôåðó ω â òî÷êå A2, à ïðÿìàÿ
SA2 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñôåðó ω â òî÷êå A3, íàêîíåö ïðÿìàÿ A1A3 ïåðåñåêàåò ðåáðî
AS â òî÷êå A′. Òî÷êè B′ è C ′ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü
A′B′C ′ êàñàåòñÿ ñôåðû ω.
7. Ðàñêðàñêà âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà G â íåñêîëüêî öâåòîâ íàçûâàåòñÿ t-ïåðèîäè÷åñêîé

(t > 2), åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç t ðåáåð, åãî êîíöû � âåðøè-
íû îäíîãî öâåòà. Â ãðàôå n âåðøèí è áîëåå, ÷åì 2tn ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé
t-ïåðèîäè÷åñêîé ðàñêðàñêå åãî âåðøèí èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå äâóõ öâåòîâ.
8. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè f : N → N è g : N → N, ÷òî

f(g(g(n))) < g(f(n)) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n?
9. Äàíî ìíîæåñòâî A ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ è A1, A2, . . . , An � åãî ïîäìíîæåñòâà,

ñîäåðæàùèå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáîå äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîì èç Ai. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ
äâóõ Ai íåïóñòî.
10. Äëÿ êàêèõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ p ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî g, ÷òî ìíî-

æåñòâî îñòàòêîâ ÷èñåë k2 +1 ïðè k = 1, 2, . . . , p−1
2 è ìíîæåñòâî îñòàòêîâ ÷èñåë gk, ãäå

k = 1, 2, . . . , p−1
2 ñîâïàäàþò?


